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РЕЗЮМЕ 

В тази  статия  изследваме  магнитни  наночастици  със структурни формули 

La1-xSrxMnO3 и Me1−xZnxFe2O4 с Ме = Co, Ni, Cu, Mn, подходящи за приложение при са-

моконтролираща се магнитна хипертермия. На базата на изграден от нас модел на хете-

рогенна магнитна наночастица в част I на настоящото изследване, състояща се от сърце-

вина, обвивка, и преходен слой между тях, наречен интерфейс, пресмятаме намагните-

ността, температурата на фазовия преход, енергията на спиновите моди и тяхното затих-

ване, хистерезисните криви и ефективността на трансформация на магнитната енергия 

на променливо външно електрично поле в топлина чрез 𝑆𝐴𝑅 коефициента. Изследвана е 

зависимостта на тези величини от размера на наночастиците, константите на обменно 

взаимодействие в обвивката и интерфейса, отношението между константите на магнитна 

анизотропия между обвивката и сърцевина 𝐷𝑠ℎ 𝐷𝑐⁄  и дебелината на обвивката. Това ста-

ва на базата на микроскопичен модел. Представена е методика за определяне на конс-

тантите на магнитно взаимодействие. Пресмятанията са извършени при предположение, 
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че хетерогенната наночастица е от тип мека сърцевина – твърда обвивка (soft/hard). Ус-

тановено е, че максимална стойност на 𝑆𝐴𝑅 може да се постигне с нарастване на кон-

стантата на магнитно взаимодействие в интерфейса 𝐽𝑐𝑠, оптимизиране на съотношението 

𝐷𝑠ℎ 𝐷𝑐⁄ , така че оптималните диаметри на сърцевината и обвивката, при които макси-

малните приноси на двете части на магнитната наночастица да съвпадат. Въвеждането 

на интерфейс и отчитането на магнитните взаимодействия в него, както и вариране на 

дебелината на обвивката, определят нови „степени на свобода“, които доказват, че мак-

симизация на 𝑆𝐴𝑅 може да се постигне при изграждане на композитни магнитни нано-

частици. Зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 от микроскопичните параметри на системата е анализира-

на и качествено обяснена с поведението на елементарните възбуждания. Получените 

резултати са в добро качествено съвпадение с експериментални резултати. 

1. Въведение 

През последните години значително нараства броят на биомедицинските прило-

жения на магнитни наночастици. Тази нова интердисциплинарна област се дефинира ка-

то биомедицински наномагнетизъм, който се използва за диагностични цели, маркиране 

на туморни образувания, пренос на лекарствени субстанции и терапия на тежки онколо-

гични заболявания [1]. Вече има имплементирани в практиката редица приложения: 

маркиране  на стволовите клетки, детектиране на метастази, третиране на туморни клет-

ки и тъкани, и др. [2 ÷ 7]. Третирането на тумори с магнитни наночастици се базира на 

т.нар. ефект на магнитната хипертермия, който се изразява в нарастване на температура-

та на магнитните наночастици вследствие на взаимодействие на техните магнитни мо-

менти с променливо външно магнитно поле. Процесът на загряване е свързан с хистере-

зисни загуби, които са пропорционални на площта на хистерезисните криви [8].  

За характеризиране на възможността на нагряване на тъкани от магнитни нано-

частици (МНЧ) се въвежда т.нар. 𝑆𝐴𝑅 (specific absorption rate) коефициент, който измер-

ва степента на абсорбиране на енергия на единица маса проба от магнитната наночасти-

ца [6]. Генерирането на топлина е следствие от хистерезисни загуби или от релакса-

ционни процеси от тип Neel или Brown [9]. В рамките на неинвазивната магнитна 

хипертермия се налага основно изискване за размера на МНЧ да е до 20 ÷ 25 nm и това 

дава възможност за in vivo и in vitro приложение. При този размер магнитните частици 

са в суперпарамагнитно състояние и имат еднодоменна структура, което автоматично 

отхвърля възможността за загряване от хистерезисни загуби, определени от преместване 

на доменни стени в обемни материали и наноразмерни обекти с характеристичен диаме-

тър над 100 – 120 nm. За еднодоменни наночастици основният механизъм за генериране 

на топлина е релаксационният. Експерименталните изследвания показват, че 𝑆𝐴𝑅 зависи 

от много фактори: размер на наночастиците в пробата и дисперсията в размера [10, 11], 

формата на частицата и кристалната анизотропия [12], обработката на МНЧ („обличане-

то“ им) с полимери с цел подобряване на тяхната биосъвместимост [13, 14], концентра-

цията на МНЧ в пробата и междучастичното взаимодействие [15, 16].  

Първото теоретично пресмятането на 𝑆𝐴𝑅 е направено на базата на описанието на 

Дебай за диелектричните загуби, което води до създаването на т.нар. теория на линейния 

отклик (linear response theory – LRT). Тя предполага, че всички спинове в МНЧ реагират 

по един и същ начин на променливото магнитно поле. Това е макроскопична теория, при 

която се постига добро качествено съвпадение с експерименталните данни в случай на 

режим на малки амплитуди на външното магнитно поле 𝐻0 по отношение на полето на 

магнитната анизотропия 𝐻𝐴, т.е. 𝐻0 ≪ 𝐻𝐴 [6, 17]. Въпреки своите ограничения, тази тео-

рия предсказва, че ефективността на нагряване зависи от параметрите на външното маг-
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нитно поле (амплитуда и честота) и от характеристиките на наночастицата (НЧ) (намаг-

нитване на насищане 𝑀𝑠, коерцитивност 𝐻𝑐 , размер 𝑑, анизотропия 𝐷 и време на релак-

сация 𝜏). Друго приближение за пресмятане на 𝑆𝐴𝑅 е Stoner-Wohlfarth моделът  и числе-

но пресмятане на уравнението на Ландау-Лифшиц  симулации с метода на Monte-Carlo 

[8, 12, 18]. Всички тези теории имат определени условия за приложимост и като макрос-

копични се отличават с простота, интуитивност и интерпретативност на отделни аспекти 

от тази комплексна задача. Те са непрестанно модифицирани и допълвани с цел подоб-

ряване на разбирането на механизмите на магнитната хипертермия и подобряване на 

предсказанията на тези теории. В рамките на LRT моделът Rosensweig [6] включва като 

фактор полидисперсността на пробите от МЧН. Branquinho et al. [19] модифицира маг-

нитната анизотропия, включвайки диполното взаимодействие между частиците. Verde et 

al. [20] показват в подробности, че 𝑆𝐴𝑅 е немонотонна функция на параметъра на ани-

зотропия 𝜎 =
𝐷𝑉

𝑘𝐵𝑇
 , като 𝑆𝐴𝑅 се максимизира при междинни стойности на 𝜎. За изучава-

нето на процеса на нагряване и неговото максимизиране като функция на амплитудата 

на променливото магнитно поле и честота авторите в [21] използват стандартен 

Metropolis Monte-Carlo метод. При този метод е трудно да се определи стъпката за пос-

ледваща итерация. Landi [22] използва приближението на средното поле при изследване 

на влиянието на диполното взаимодействие. Tan et al. [23] на базата на кинетичното 

Monte-Carlo приближение демонстрират силна зависимост на ефективността на термич-

но загряване от вариациите на концентрацията на НЧ в магнитната проба. Тези модели 

предполагат хомогенност на магнитните наночастици, пренебрегвайки повърхнините и 

размерни ефекти, които оказват съществено влияние върху свойствата на наноразмерни-

те обекти и драстично променят тяхното поведение и отклик. Ето защо Biasi et al. [24] 

разглеждат хетерогенни МНЧ, използвайки т.нар. core/shell модел, и обясняват експери-

менталните резултати за магнитните характеристики на метални аморфни наночастици. 

Vasilakaki et al. [25] на базата на Monte Carlo симулации за хетерогенни МНЧ изследват 

влиянието на размера и формата върху стойностите на 𝑆𝐴𝑅 за фери/феромагнитни нано-

частици. Моделирайки хетерогенността на наночастиците с промяна на константите на 

обменно взаимодействие, на магнитна анизотропия и броя на най-близките съседи в об-

вивката и в сърцевината, ние изследваме подробно МНЧ със структурни формули La1-

xSrxMnO3 [26] и Me1−xZnxFe2O4 с Ме = Co, Ni, Cu, Mn [27] и определяме набор от нано-

частици, подходящи за магнитна хипертермия на базата на тяхната температура на маг-

нитен фазов преход, размери и магнитни характеристики. Изграден е микроскопичен 

модел (модифициран Хайзенбергов хамилтониан), като магнитните характеристики са 

пресметнати с помощта на функциите на Грийн (ФГ).  

Основната задача на всички тези изследвания (експериментални и теоретични) е 

да се постигне максимално топлинното нагряване, т.е. да се определят условията, при 

които за дадена проба 𝑆𝐴𝑅 има максимална стойност. Прегледът на достъпната ни лите-

ратура показва, че много от представените експериментални данни за 𝑆𝐴𝑅 са измерени и 

изследвани за честоти и амплитуди на външните магнитни полета, които са над биопри-

емливите нива за 𝐻0 ∗ 𝑓 фактора. Информация за стойностите на температурата на маг-

нитния фазов преход за изследвани образци липсва или е със стойности, надхвърлящи 

биоприемливия температурен интервал от 41 °C до 46 °C. От друга страна, в наше изс-

ледване [28] ясно e показано, че за наночастици, удовлетворяващи условията на прило-

жимост за самоконтролираща се магнитна хипертермия (СМХ), не дават добра термична 

ефективност и обратно условията, при които се достига максимизиране на 𝑆𝐴𝑅, не са 

биологично щадящи за човешкия организъм (за подробности виж дискусията във въве-

дението на част I).  
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Според нас този проблем може да търси решението си, ако 𝑆𝐴𝑅 се пресметне от 

микроскопична гледна точка и се изследва неговата зависимост от константите на маг-

нитните взаимодействия, магнитната анизотропия, размерът на НЧ като цяло и дебели-

ната на обвивката. Това налага да се пресметнат  динамичните характеристики на систе-

мите: енергия на спиновите възбуждания, затихването им и времето на релаксация, 

описващи отклика на магнитната система на външно променливо въздействие. В първата 

част на настоящото изследване, на базата на Кубо формализма с помощта на дефинира-

ни Хамилтониани на системите и използването на температурните Функции на Грийн 

пресметнахме за първи път средната абсорбирана мощност 𝑃 от МНЧ, намирайки има-

гинерната част на магнитната възприемчивост 𝜒𝑝𝑞
′′ (𝜔):  

 

𝑃 =  −2 ∑ 𝜔𝜒𝑝𝑞
′′ (𝜔)ℎ𝑚𝑎𝑥

𝑝
𝑝,𝑞

𝜔>0
ℎ𝑚𝑎𝑥

𝑞
,       𝑝, 𝑞 = 𝑥, 𝑦, 𝑧.                                                   (1) 

 

Пресметнати са енергията на елементарните възбуждания и затихването, което ни 

дава възможност да изследваме 𝑆𝐴𝑅 като функция на микроскопичните параметрите на 

системите: константите на обменното взаимодействие и еднойонната магнитна анизо-

тропия. Получените изрази са в аналитичен вид и са удобни за числени пресмятания. 

Предложен е модел на магнитна хетерогенна наночастица, съставена от следните облас-

ти: сърцевина, обвивка, интерфейс между сърцевината и обвивката и повърхност. На 

всички тези области могат да се променят дебелините, което позволява да се моделират 

и композитни наночастици. От теоретична гледна точка това представлява още една сте-

пен на свобода (при фиксирани размер и концентрация на дотираните йони), с която мо-

гат да се модифицират магнитните свойства на наночастиците. Така предложеният мо-

дел на наночастица дава възможност за всяка област да се дефинират както различни 

константи на взаимодействие и магнитна анизотропия, така и различни магнитни конфи-

гурации. 

Основната цел на втората част на представеното изследване е: 

1) Да се изгради методика за определяне на константите на взаимодействие на ба-

зата на експериментални данни. 

2) Да се пресметнат числено елементарните възбуждания, затихването им и сред-

ната абсорбирана мощност от МНЧ като функция на микроскопичните параметри на из-

следваните системи. 

3) Да се дискутират и обяснят получените резултати и да се изгради ясна физична 

картина на моделираните процеси. 

2. Методика за определяне на моделни параметри на изследваните 

системи 

Следвайки приближението на  кохерентния  потенциал за твърди  разтвори  за  

La1-xSrxMnO3 (LSMO) двата типа йонизирани Mn-йони могат да заемат едно и също 

кристалографско място, с вероятност, която зависи от степента на дотиране, т.е. от кон-

центрацията 𝑥 на Sr-йони. При зададено 𝑥 вероятността, дадено място да е окупирано от 

Mn
3+

-йон със стойност на спина 𝑆(𝑀𝑛3+) = 2, е П(𝑀𝑛3+) = 1 − 𝑥, а вероятността, даде-

но място да е окупирано от Mn
4+

-йон със стойност на спина 𝑆(𝑀𝑛4+) = 3/2, е 

П(𝑀𝑛4+) = 𝑥. Използвайки приближението на средното поле, изразът (9) от част I се за-

писва както следва:  

 

𝐻𝐹𝑀𝐴 = ∑ [𝐻𝑒𝑓𝑓(𝑀𝑛𝛼+) ∑ 𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛𝛼+)𝑖 ]

𝛼=3,4
,                                                              (2) 
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където 𝐻𝑒𝑓𝑓(𝑀𝑛𝛼+) е средното поле, създадено на мястото Mn
α+

-йон (𝛼 = 3, 4), което 

има следния експлицитен вид: 

 

𝐻𝑒𝑓𝑓(𝑀𝑛𝛼+) = −𝑧П(𝑀𝑛3+)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛𝛼+)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛3+)〉 

−𝑧П(𝑀𝑛4+)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+ − 𝑀𝑛𝛼+)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛4+)〉.                                         (3) 

 

Температурната зависимост на спиновете 𝑀3𝑛+ и 𝑀𝑛4+ се определя от функцията на 

Brillouin 𝐵𝑠: 

 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛𝛼+)〉 = 𝑆(𝑀𝑛𝛼+)𝐵𝑠[

Ω(𝑀𝑛𝛼+)

𝑘𝐵𝑇
].                                                                            (4) 

 

Ω(𝑀𝑛𝛼+) се пресмята от следните изрази: 

 

Ω(𝑀𝑛3+) = 𝑧S(𝑀𝑛3+) [[П(𝑀𝑛3+)]2𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛3+)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛3+)〉 

+𝑧П(𝑀𝑛3+)П(𝑀𝑛4+)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+ − 𝑀𝑛3+)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛4+)〉;        

Ω(𝑀𝑛4+) = 𝑧S(𝑀𝑛4+) [П(𝑀𝑛3+)П(𝑀𝑛4+)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛4+)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛3+)〉 +    

+𝑧[П(𝑀𝑛4+)]2𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+ − 𝑀𝑛4+)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛4+)〉.                                                        

 

За да определим температурата на фазовия преход 𝑇𝐶  за дотираната система, линеализи-

раме израза (4). Когато 𝑇 клони към 𝑇𝐶 , тогава 〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛𝛼+)〉 → 0. В околност на 𝑇𝐶  разви-

ваме 𝐵𝑠[
Ω(𝑀𝑛𝛼+)

𝑘𝐵𝑇
] и получаваме следната система от уравнения: 

 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛3+)〉 =

𝑧Λ3[П(𝑀𝑛3+)]2𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛3+)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑛3+)〉 

+
𝑧Λ3П(𝑀𝑛3+)П(𝑀𝑛4+)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+ − 𝑀𝑛3+)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑛4+)〉; 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛4+)〉 =

𝑧Λ4П(𝑀𝑛3+)П(𝑀𝑛4+)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+−𝑀𝑛4+)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑛3+)〉 +                

+
𝑧Λ4[П(𝑀𝑛4+)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+−𝑀𝑛4+)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑛4+)〉,                                                           (5) 

 

където: Λ𝛼 =  S(𝑀𝑛𝛼+)[S(𝑀𝑛𝛼+) + 1] като 𝛼 = 3, 4.  

Удовлетворяването на изискването 〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑛𝛼+)〉 да има ненулева стойност се оп-

ределя от характеристичното уравнение на детерминанта 2×2, което има следния вид:  

 

{
2𝑧Λ3[П(𝑀𝑛3+)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+−𝑀𝑛3+)

3𝑘𝐵𝑇
− 1} {

2𝑧Λ4[П(𝑀𝑛4+)]
2

𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+−𝑀𝑛4+)

3𝑘𝐵𝑇
− 1} − 

4𝑧2[П(𝑀𝑛3+)]
2

[П(𝑀𝑛4+)]
2

Λ3Λ4[𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+−𝑀𝑛4+)]
2

(3𝑘𝐵𝑇)2 = 0.                                                           (6) 

 

1) За недотиран LaMnO3 (LMO) (𝑥 = 0) магнитната структура под 𝑇𝑁3 e от А-тип 

(във всяка a-b равнина спиновете са подредени феромагнитно, докато между равните по 

направление на с-оста антиферомагнитно). От израза (6) за супер-обменната константа 

на взаимодействие между 𝑀𝑛3+ йоните намираме: 
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𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛3+) =
3𝑘𝐵𝑇𝑁3

2𝑧S(𝑀𝑛3+)[S(𝑀𝑛3+)+1]
.                                                                   (7) 

 

В експерименталната работа [29] e измерена температурата на магнитния фазов 

преход 𝑇𝑁 при недотираното съединение LMO oт 135 – 139 K. Така от израз (7) опреде-

ляме стойността на супер-обменната константа между 𝑀𝑛3+ йоните 𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛3+) = 

5,88 K. За константата на магнитна анизотропия 𝐷(𝑀𝑛3+) Mochizuki et al. [30], на базата 

на формула, предложена от Matsumoto [31], определяме 𝐷(𝑀𝑛3+) =1,92 K. 

2) За SrMnO3 (за 𝑥 = 1) магнитната структура е от G-тип (най-близките съседи са 

разположени антиферомагнитно, докато вторите феромагнитно) и в [32] e измерена тем-

пература на фазовия преход 𝑇𝑁4 = 233 K. Oт израза (6) за супер-обменната константа на 

взаимодействие между 𝑀𝑛4+ йоните намираме:  

 

𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+ − 𝑀𝑛4+) =
3𝑘𝐵𝑇𝑁4

2𝑧S(𝑀𝑛4+)[S(𝑀𝑛4+)+1]
= 15,43 K.                                                 (8) 

 

От [33] за константата на магнитна анизотропия 𝐷(𝑀𝑛4+) използваме стойност 𝐷(𝑀𝑛4+) 

=2,98 K. 

3) За да определим 𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛4+) за произволна концентрация 𝑥 на Sr-при-

месите, ще използваме получените в [34] данни за температурата на магнитния фазов 

преход при различни 𝑥. От изразите (7) и (8) определяме 𝑇𝑁3 и 𝑇𝑁4 както следва: 

 

𝑇𝑁3 =
2𝑧Λ3𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+−𝑀𝑛3+)

3𝑘𝐵
; 𝑇𝑁4 =

2𝑧Λ4𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛4+−𝑀𝑛4+)

3𝑘𝐵
. 

 

Замествайки в (6), получаваме следното уравнение:  

 

9(𝑘𝐵)2[𝑇𝐶 − [П(𝑀𝑛3+)]2𝑇𝑁3][𝑇𝐶 − [П(𝑀𝑛4+)]2𝑇𝑁4] =
4𝑧2[П(𝑀𝑛3+)]2[П(𝑀𝑛4+)]2Λ3Λ4[ 𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛4+)]2,                                            (9) 

 

където 𝑇𝐶  е температурата на фазовия преход за дадена концентрация на примесите 𝑥. 

Тогава за  𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛4+) получаваме израз, който ни позволява да определяме голе-

мината му за произволно 𝑥 : 

 

 𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛4+) =
3𝑘𝐵

2𝑧𝑃(𝑀𝑛3+)𝑃(𝑀𝑛4+)
√

[𝑇𝐶−[𝑃(𝑀𝑛3+)]2𝑇𝑁3][𝑇𝐶−[𝑃(𝑀𝑛4+)]2𝑇𝑁4]

Λ3Λ4  
.          (10) 

  

Стойностите на константата на супер-обменното взаимодействие  

 𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑛3+ − 𝑀𝑛4+), определени по горната методика, са представени в табл. 1. 

 

За пресмятане на обменните константи на магнитните взаимодействия в 

Me1−xZnxFe2O4 (MZFO) с Ме = Co, Ni, Cu, Mn ще се възползваме от предположенията, 

при които е изграден моделният хамилтониан, описващ магнитните свойства на тези  

съединения:  
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Таблица 1. Температурата на магнитния фазов преход 𝑻𝑪 и константата на 

супер-обменно взаимодействие  𝑱𝒊𝒋(𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟒+) за обемни LSMO образци 

x  

(La1-xSrxMnO3) 

TC  

[𝐊] 
 𝑱𝒊𝒋(𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟒+) 

 [𝐊] 

0,1 150 10,47 

0,15 230 21,98 

0,175 258 24,59 

0,2 300 26,38 

0,33 363 31,08 

0,4 368 29,91 

0,5 350 26,88 

0,6 340 25,58 

 

1) Колинеарно подреждане на спиновете в тетраедричните и октаедричните празнини; 

2) Zn
2+

-йони изместват Fe
3+

-йони от тетраедричните места (А-подрешетка), докато Ме
2+

-

йоните заемат само октаедричните места (В-подрешетка), т.е. не се отчита възможна 

нестихеометричност; 3) За дадено 𝑥 в MZFO смяната на един тип Ме-йон с друг, не води 

до промяна в характера на взаимодействието на Fe-йони между А- и В-подрешетките. 

Обосноваването на това предположение вече бе изложено в част I. Поради конкретната 

схема, по която се извършва дотирането, използването на приближението на кохерент-

ния потенциал не може да се приложи директно. Ще дефинираме следните вероятности: 

При дадено 𝑥 вероятността Fe-йон да заема определено тетраедрично място е 

 П̃(𝐹𝑒𝐴) = 1 − 𝑥, вероятността Fe-йон да заема дадено октаедрично място  

е П̃(𝐹𝑒𝐵) = 1 + 𝑥, а вероятността Me-йон да заема дадено октаедртично място е 

П̃(𝑀𝑒𝐵) = 1 − 𝑥. Нека с 𝑧𝐴 oзначим броя на най-близките съседи в тетраедричните мес-

та, а с 𝑧𝐵 oзначим броя на най-близките съседи в октаедричните места. Използвайки 

приближението на средното поле, изразът (10) от част I се записва както следва:  
 

𝐻𝑀𝐹𝐴 = 𝐻𝑀𝐹𝐴(𝑀𝑒𝐵) + ∑ 𝐻𝑀𝐹𝐴(𝐹𝑒𝛼)𝛼=𝐴,𝐵 ,                                                                (11) 
 

където:  

𝐻𝑀𝐹𝐴(𝑀𝑒𝐵) = ∑ 𝐻𝑒𝑓𝑓(𝑀𝑒𝐵)𝑖 𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑒𝐵); 

𝐻𝑀𝐹𝐴(𝐹𝑒𝛼) = ∑ 𝐻𝑒𝑓𝑓(𝐹𝑒𝛼)𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝛼)𝑖 ,  𝛼 = 𝐴, 𝐵,                                                       (12) 

 

като: 

𝐻𝑒𝑓𝑓(𝐹𝑒𝐴) = 𝑧𝐴П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉  + 𝑧𝐴П̃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 

+𝑧𝐴П̃(𝐹𝑒𝐴)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐴)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉; 

𝐻𝑒𝑓𝑓(𝐹𝑒𝐵) = 𝑧𝐵П̃(𝐹𝑒𝐴)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉  + 𝑧𝐵П̃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 

+𝑧𝐵П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵 − 𝐹𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉; 

𝐻𝑒𝑓𝑓(𝑀𝑒𝐵) = 𝑧𝐵П̃(𝐹𝑒𝐴)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉 + 𝑧𝐵П̃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑒𝐵 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 

+𝑧𝐵П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉.                                                              (13) 

 

Температурната зависимост на спиновете 𝐹𝑒𝐴,𝐵 и 𝑀𝑒𝐵 се определя от функцията на 

Brillouin: 
 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝑋𝛼+)〉 = 𝑆(𝑋𝛼+)𝐵𝑠 [

Ω(𝑋𝛼+)

𝑘𝐵𝑇
]   𝑋 = 𝐹𝑒, 𝑀𝑒;    𝛼 = 𝐴, 𝐵.                                      (14) 
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𝐵𝑠[Ω(𝑀𝑋𝛼+)] е функцията на Brillouin. Ω(𝑋𝛼+) се пресмята от следните изрази: 

 

Ω(𝐹𝑒𝐴) =

𝑧𝐴𝑆(𝐹𝑒𝐴) {П̃(𝐹𝑒𝐴)𝑃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉  + П̃(𝐹𝑒𝐴)𝑃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 −

𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 + [П̃(𝐹𝑒𝐴)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐴)〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉 }; 

 

Ω(𝐹𝑒𝐵) =

𝑧𝐵𝑆(𝐹𝑒𝐵) {П̃(𝐹𝑒𝐵)П̃(𝐹𝑒𝐴)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉  + П̃(𝐹𝑒𝐵)П̃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵 −

𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 + [П̃(𝐹𝑒𝐵)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵 − 𝐹𝑒𝐵)〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉};  

 

Ω(𝐹𝑒𝐵) =

𝑧𝐵𝑆(𝑀𝑒𝐵) {П̃(𝑀𝑒𝐵)П̃(𝐹𝑒𝐴)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉  + [П̃(𝑀𝑒𝐵)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑒𝐵 −

𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖
𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 + П̃(𝑀𝑒𝐵)𝑃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵 − 𝑀𝑒𝐵)〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉 }.                                        (15) 

                                         

За да определим температурата на фазовия преход 𝑇𝐶  за дотираната система, ще линеа-

лизираме израза (4). Когато 𝑇 клони към 𝑇𝐶 , тогава 〈𝑆𝑖
𝑧(𝑋𝛼+)〉 → 0. В околност на 𝑇𝐶  раз-

виваме 𝐵𝑠[
Ω(𝑋𝛼+)

𝑘𝐵𝑇
] и получаваме следната система от уравнения: 

 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉 =

 
𝑧𝐴Λ(Fe𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝐹𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉  +
𝑧𝐴Λ(Fe𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐴)П̃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝑀𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 +

𝑧𝐴Λ(Fe𝐴)[П̃(𝐹𝑒𝐴)]
2

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝐹𝑒𝐴)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉; 

 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉 =

𝑧𝐵Λ(Fe𝐵) П̃(𝐹𝑒𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝐹𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉   +

𝑧𝐵Λ(Fe𝐵)П̃(𝐹𝑒𝐴𝐵)П̃(𝑀𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵−𝑀𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉  +
𝑧𝐵Λ(Fe𝐵)[П̃(𝐹𝑒𝐵)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵−𝐹𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉; 

 

〈𝑆𝑖
𝑧(Ме𝐵)〉 =

𝑧𝐵Λ(Me𝐵)П̃(𝑀𝑒𝐵)П̃(𝐹𝑒𝐴)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝑀𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉  +
𝑧𝐵Λ(Me𝐵)[П̃(𝑀𝑒𝐵)]

2
𝐽𝑖𝑗(𝑀𝑒𝐵−𝑀𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝑀𝑒𝐵)〉 +

𝑧𝐵Λ(Me𝐵)П̃(𝑀𝑒𝐵)𝑃П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐵−𝑀𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉 ,                                                                       (16) 

 

където: Λ(𝑋𝛼) =  S(𝑋𝛼)[S(𝑋𝛼) + 1]. 
Удовлетворяването на изискването 〈𝑆𝑖

𝑧((𝑋𝛼)〉 да има ненулева стойност се определя от 

характеристичното уравнение на детерминанта 3×3: 

1) 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵) ще определим от експериментални данни за MgFeO3, където 

Mg
2+

-йона е немагнитен и магнитните свойства на системата се определят от взаимо-

действието между магнитните Fe-йони в октаедричните и тетраедричните празнини. За 

обемни образци температурата на магнитния фазов преход е 𝑇𝑁= 730 K [35]. От израз 

(16) за MgFe2O4 имаме: 
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〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉 =  

𝑧𝐴Λ(Fe𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝐹𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉; 

〈𝑆𝑖
𝑧(𝐹𝑒𝐵)〉 =

𝑧𝐵Λ(Fe𝐵) П̃(𝐹𝑒𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐵)𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−𝐹𝑒𝐵)

3𝑘𝐵𝑇
〈𝑆𝑖

𝑧(𝐹𝑒𝐴)〉, 

 

откъдето за 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵)  като функция на концентрацията получаваме: 

 

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵) =
3𝑘𝐵𝑇𝑁(𝑥)

√𝑧𝐴𝑧𝐵П̃(𝐹𝑒𝐴)П̃(𝐹𝑒𝐵)Λ(Fe𝐴)Λ(Fe𝐵)

.                                                        (17) 

 

За 𝑥 = 0 имаме:  

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵) =
3𝑘𝐵𝑇𝑁(𝑥=0)

√𝑧𝐴𝑧𝐵Λ(Fe𝐴)Λ(Fe𝐵)

 = 33,78 К. 

От експериментални данни за стойността на 𝑇𝑁 при различна степен на дотиране 𝑥 с Zn 

йони може да се определи зависимостта на 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵) от концентрацията на при-

месните йони.  

2) Следвайки гореописаната процедура при предположение, че заместването на 

Ме-йон с магнитен йон няма да окаже влияние на 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐹𝑒𝐵), за константата на об-

менно взаимодействие 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝑀е𝐵) за недотирани MeFeO2 шпинели за Ме магнитно 

имаме: 

 

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − Ме𝐵)𝑥=0 = 3𝑘𝐵
√

|[𝑇𝑀𝑒(𝑥)]2+[𝑇𝑀𝑔(𝑥=0)]
2

|

4𝑧𝐴𝑧𝐵Λ(Fe𝐴)Λ(Me𝐵)
.                                                     (18) 

 

На базата на тази формула и данни за температурите на магнитните фазови пре-

ходи за обемни недотирани образци получаваме следните стойности: 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 −

𝑁𝑖𝐵)𝑥=0 = 31,36 K; 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝑀𝑛𝐵)𝑥=0 = 12,16 K; 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐶𝑢𝐵)𝑥=0 = 19,70 K; 

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − 𝐶𝑜𝐵)𝑥=0 = 14,56 K.  

От израз (18) и системата от уравнения (16) за константата на обменно взаимо-

действие 𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴 − Ме𝐵) като функция на концентрацията на примесните Zn-йони 

имаме: 

 

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−Ме𝐵)
𝑥

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−Ме𝐵)
𝑥=0

= √
|[𝑇𝑀𝑒(𝑥=0)]2+[𝑃(𝐹𝑒𝐴)]

2
[𝑃(𝐹𝑒𝐵)]

2
[𝑇𝑀𝑔(𝑥=0)]

2
|

|[𝑇𝑀𝑒(𝑥=0)]2+[𝑇𝑀𝑔(𝑥=0)]
2

|[𝑃(𝐹𝑒𝐴)]
2

[𝑃(М𝑒𝐵)]
2.                                     (19)   

 

За Co1−xZnxFe2O4 за  
𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−Ме𝐵)

𝑥

𝐽𝑖𝑗(𝐹𝑒𝐴−Ме𝐵)
𝑥=0

  получените стойности са дадени в табл. 2.  

 

Такива таблици могат да бъдат съставени и за дотирани шпинели Me1−xZnxFe2O4 с 

Ме = Ni, Cu, Mn. Експерименталните данни, необходими за това, са публикувани в 

[36 – 40]. 
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Таблица 2. Температурата на магнитния фазов преход 𝑻𝑪 и 
𝑱𝒊𝒋(𝑭𝒆𝑨−Ме𝑩)

𝒙

𝑱𝒊𝒋(𝑭𝒆𝑨−Ме𝑩)
𝒙=𝟎

 за 

обемни Co1−xZnxFe2O4 образци 

x 

(Co1−xZnxFe2O4) 

TC 

[𝐊] 
𝑱𝒊𝒋(𝑭𝒆𝑨 − Ме𝑩)𝒙

𝑱𝒊𝒋(𝑭𝒆𝑨 − Ме𝑩)𝒙=𝟎

 

0 728 1 

0,1 663 0,73 

0,2 613 0,61 

0,3 558 0,52 

0,4 488 0,43 

0,5 103 0,37 

3. Числени пресмятания и дискусия 

В този параграф ще представим числени пресмятания на базата на нашите теоре-

тични резултати. За моделни параметри на системите ще използваме тези определени от 

методиката, представена в параграф 2. МНЧ ще смятаме, че са хетерогенни, пробата е 

монодисперсна и между частиците липсва взаимодействие. Ще предполагаме хомогенно 

разпределение на магнитните наночастици в областта на нагряване. За описания на вза-

имодействието между сърцевината (core) и обвивката (shell), както бе представено в част 

I, използваме интерфейс, в който сърцевината и обвивката имат за най-близки съседи 

съответно от обвивката и сърцевината. Повърхността на обвивката се състои от спинове 

с редуциран брой съседи поради прекъснатата периодична инвариантност на „ръба“ на 

наночастицата. За количествени пресмятания дефинираме обменни взаимодействия в 

сърцевината 𝐽𝑐 в интерфейса 𝐽𝑠𝑐, в обвивката 𝐽𝑠ℎ и на повърхността 𝐽𝑠𝑢𝑟 в рамките на 

Хайзенберговия хамилтониан.  Ще предположим наличието на еднойонна магнитна ани-

зотропия по z-оста, имаща различни стойности за сърцевината и обвивката 𝐷𝑐  и 𝐷𝑠ℎ, като 

за интерфейсния слой определяща ще бъде анизотропията, която има по-голяма стой-

ност. Повърхностната анизотропия 𝐷𝑠𝑢𝑟  ще смятаме случайно разпределена. Въвеждане-

то на интерфейс ни дава възможност без да променяме размера на НЧ и концентрацията 

на примесните йони да променяме размерите на отделните области и да променяме маг-

нитните свойства на НЧ, т.е. да променяме и стойността на 𝑆𝐴𝑅, и термичната ефектив-

ност на НЧ. 

  
   a)     b)   

Фиг. 1. 𝑴𝒔 като функция на температурата 𝑻 при 𝒅 = 15 nm за Cu0.6Zn0.4Fe2O4 за 1) обвивка, 

2) наночастица, 3) сърцевина: a) без взаимодействие между сърцевината и обвивката; 

b) взаимодействие между сърцевината и обвивката при 𝑱𝒄𝒔 = 𝟎, 𝟓𝑱𝒄 
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Фиг. 1 представя температурната зависимост на намагнитеността на насищане 𝑀𝑠 

за Cu0.6Zn0.4Fe2O4, при отсъствие на взаимодействие между сърцевината и обвивката 

(фиг. 1 а) и при взаимодействие между тях 𝐽𝑐𝑠 = 0,5𝐽𝑐 (фиг. 1 b). Пресмятанията на 𝑀𝑠 се 

извършва с помощта на изразите (27) и (28) от част I.  

Тези резултати ясно показват, че сърцевината и обвивката, въпреки  че доприна-

сят по различен начин в намагнитеността на НЧ, показват взаимозависимост, добре де-

финирана с константата на взаимодействие в интерфейса, което води до една и съща 

температура на магнитния фазов преход в наночастиците (фиг. 1 b). Ако обменната кон-

станта между сърцевината и обвивката е нулева (𝐽𝑐𝑠 = 0), обособените части в МНЧ не 

взаимодействат. Липсата на взаимозависимост между сърцевината и обвивката определя 

две независими температури на магнитния фазов преход в тях, при което в кривата на 

намагнитеността се появява инфлексна точка (фиг. 1 а). Това поведение обикновено не 

може да се наблюдава експериментално. Това е така, защото, въпреки че има средства за 

измерване на изолирана наночастица [41, 42], повечето експерименти се извършват за 

ансамбъл от частици.  

Фиг. 2 представя зависимостта на намагнитеността на насищане 𝑀𝑠 от външно 

магнитно поле за различни размери на суперпарамагнитни МНЧ от Cu0.6Zn0.4Fe2O4. С на-

растване на размера на НЧ при зададено външно поле, 𝑀𝑠 нараства, което е добре извес-

тен факт на еднодоменни наночастици [43 ÷ 45]. Качествено тези резултати могат да се 

обяснят както следва: с намаляване на размера на наночастицата отношението повърх-

ност/обем нараства и влиянието на повърхността върху структурните и магнитни харак-

теристики нараства. Оксидацията, прекъснатите връзки на повърхността, несдвоените елект-

ронни орбитали, увеличеният анхармонизъм на повърхността води до редукция на нетния 

магнитен момент. Следователно, колкото е по-голямо влиянието на повърхността (т.е. кол-

кото е по-малък диаметърът на МНЧ), толкова тоталната намагнитеност е по-малка.  

 
Фиг. 2. Зависимост на намагнитеността на насищане от външно магнитно поле за 𝑻 = 300 K 

за Cu0.6Zn0.4Fe2O4 при различни размери на МНЧ: 1) d = 5 nm, 2) d = 10 nm, 3) d = 15 nm 

 

  
                             a)                              b)         

Фиг. 3. Зависимост на 𝑻𝑪 от размера на НЧ за a) различни стойности на 𝒙 за LSMO; 

b) за различен Ме-йон в Me1−xZnxFe2O4 ферити 
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Фиг. 3 представя зависимостта на температурата на фазовия преход от размера на 

МНЧ за La1-xSrxMnO3 и Me1−xZnxFe2O4 с Ме = Co, Ni, Cu, Mn съединения. Ясно е, че с 

намаляване на размера на НЧ намалява температурата на фазовия преход. Това каче-

ствено може да се обясни с факта, че с намаляване на размера на НЧ обемът на елемен-

тарната клетка нараства, което води до увеличаване на разстоянието между спиновете. 

Доколкото обменното взаимодействие е силно чувствително към разстоянието между 

взаимодействащите си магнитни йони, това ще доведе до намаляване на обменно взаи-

модействие в обвивката и на повърхността на МНЧ. 

 

 
a) 

 
b) 

 
c) 

 
d) 

 
e) 

Фиг. 4. Динамичен хистерезис на намагнитеността за хетерогенни частици като функция на 

променливо магнитно поле за 1) сърцевина, 2) обвивка, 3) наночастица за МН с размер: 

а) 8 nm; b) 15 nm; c) 35 nm; d) 45 nm и e) 60 nm 
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Намалява не само намагнитеността, но и температурата на магнитния фазов пре-

ход, като тя се редуцира значително. Това е наблюдавано в редица експериментални ра-

боти [46, 47]. Тествайки модела за потвърждение на експериментални факти, нашите из-

следвания показват, че с промяна на концентрацията на примесите и при двете 

съединения може да се манипулира както спонтанната намагнитеност, така и температу-

рата на фазовия преход. С нарастване на концентрацията на дотираните йони, намагни-

теността и 𝑇𝐶  нарастват. Причините за това поведение при двете съединения са различни 

и качествено обяснение на тези зависимости сме представили в предишни наши разра-

ботки [27, 48]. От изложените дотук резултати е ясно, че представеният модел в част I на 

хетерогенна МНЧ адекватно представя и обяснява основни характеристики на МНЧ и 

тяхната зависимост от повърхнинните и размерните ефекти, открити експериментално. 
Фиг. 4 показва динамични криви на хистерезис на наночастиците (черни линии) за 

различни диаметри. Приносът на сърцевината (зелени линии) и обвивката (червени ли-

нии) се представя отделно. Както се очаква, при използването на Кубо формализма се 

наблюдават елипсовидни хистерезисни криви с лица, пропорционални на 𝑆𝐴𝑅. Известно 

е също, че 𝑆𝐴𝑅 има максимум като функция на размера. От фиг. 4 се вижда, че площите 

се увеличават (фиг. 4 а) и фиг. 4 b), достигат максимум (фиг. 4 c) и намаляват при фиг. 4 

d) за МНЧ с различен размер. Интуитивно е ясно, че за малките наночастици приносът в 

𝑆𝐴𝑅 трябва да е основно от обвивката, тъй като най-голямата част от елементарните 

клетки са в тази област, докато големите частици трябва да се държат по-скоро както 

сърцевината. Това се потвърждава от фиг. 4 а), където хистерезисната бримка на нано-

частиците изглежда по-скоро като принос от обвивката. фиг. 4 b) показва диаметър на 

МНЧ, при който и двата приноса – на сърцевината и на обвивката са равностойни. На 

фиг. 4 c) и фиг. 4 d) хистерезисът на наночастиците изглежда по-скоро като принос от 

сърцевината. На пръв поглед кривите на фиг. 4 а) и фиг. 4 е) имат подобен магнитен от-

клик на външното магнитно поле, но на практика са свързани с напълно различни фи-

зични сценарии. Във фиг. 4 а) обемът на частицата е толкова малък, че спинът на едно-

доменната наночастица, възбуден от термичните флуктуации, прескача лесно между 

двете стабилни състояния през потенциалния бариер. Във фиг. 4 е) поради големия обем 

на МНЧ спинът практически е блокиран в едно от двете равновесни състояния и се наб-

людава само слаба прецесия на последния около равновесното състояние.  

Трябва да се отбележи, че нашият модел и LRT споделят много общи характерис-

тики и описват сходни динамични криви на намагнитване на пробите. По отношение на 

зависимостта на топлинната ефективност от амплитудата и честотата на външното маг-

нитно поле пресмятанията показват, че също  са еквивалентни. Между тези два модела 

обаче има важна разлика, свързана с намагнитването. В LRT намагнитеността, използва-

на при изчисляване на 𝑆𝐴𝑅, e взета от експеримент или се приема като равна на намаг-

нитеността при обемни образци. Последното често води до надценени стойности на 

𝑆𝐴𝑅. За да се преодолее този проблем, обичайно се разглежда мъртъв слой на повърх-

ността на наночастиците, което намалява намагнитването и така, изчислените стойности 

на 𝑆𝐴𝑅 са по-реалистични. В нашия модел намагнитеността се изчислява, като се има 

предвид кристалната структура, като отклонениeто в последната се отчита чрез намаля-

ване на броя на най-близките съседи и промяна в константите на обменното взаимодейс-

твие. Обменните константи (𝐽𝑐, 𝐽𝑠ℎ, 𝐽𝑐𝑠 и 𝐽𝑠𝑢𝑟) могат да бъдат удобно избрани, за да опи-

шат правилно намагнитването на наночастиците и температурата на магнитния фазов 

преход по методиката, определена в параграф 2. Например, атом, разположен близо до 

повърхността, обикновено се различава от този, разположен в сърцевината. Напрежени-

ето, на което е подложена структурата на повърхността, довежда до промени в разстоя-

нията между магнитните йони. Този факт има очевидно влияние върху константата на 
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магнитното обменно взаимодействие и тя е различна в сравнение с тази в сърцевината (в 

конкретния случай тя е по-малка от константа на обменно взаимодействие в сърцевина-

та). Като се има предвид това, експерименталната намагнитеност може да бъде правилно 

моделирана без необходимостта от хипотезата за мъртвия слой.  

 
а) 

 
b)         

Фиг. 5. Размерна зависимост на LSMO при 𝒙 = 0,33 и 𝑻 = 300 K на а) нормираната 

намагнитеност за НЧ спрямо обемни образци за различни стойности на обменното 

взаимодействие в обвивката: 1) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟑𝑱𝒄 и 2) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟐𝑱𝒄; b) намагнитеността на 

насищане при 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓𝑱𝒄 за различни стойности на взаимодействието между 

сърцевина и обвивка 𝑱𝒄𝒔: 1) 𝑱𝒄𝒔 = 𝟐, 𝟐𝑱𝒄, 2) 𝑱𝒄𝒔 = 𝟎, 𝟖𝑱𝒄 и 3) 𝑱𝒄𝒔 = 𝟎, 𝟓𝑱𝒄 

Например, фиг. 5 а) и фиг. 5 b) показват размерната зависимост на  намагнитването на 

насищане, при промяна на стойността 𝐽𝑠ℎ по отношение на стойността на обменното 

взаимодействие в сърцевината 𝐽𝑐 (фиг. 5 а) и при промяна на константа на взаимодей-

ствие в интерфейса 𝐽𝑐𝑠 между сърцевината и обвивката. От фиг. 5 а) е ясно, че намагни-

теността може да нараства или намалява с нарастване на диаметъра на НЧ в зависимост 

от това дали константата на обменно взаимодействие в обвивката съответно намалява 

или нараства в сравнение с тази в сърцевината. Нарастването на константата на обменно 

взаимодействие в интерфейса между сърцевината и обвивката довежда до нарастване на 

намагнитеността на насищане с нарастване на диаметъра на НЧ при 𝐽𝑠ℎ < 𝐽𝑐 (това е слу-

чаят на НЧ от съединенията, които разглеждаме в настоящата публикация). 

 

Фиг. 6. Зависимост на намагнитеността на насищане на LSMO от дебелината на обвивка за 

различни стойности на обменното взаимодействие 𝑱𝒔𝒉 в обвивката: 1) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟏, 𝟎𝑱𝒄, 

2) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟕𝟓𝑱𝒄 и 3) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓𝑱𝒄 
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Нека разгледаме НЧ с фиксиран размер (фиг. 6). Тъй като връзката между диаме-

търа на НЧ и 𝑁𝑠ℎ/𝑁𝑡𝑜𝑡 не е линейна (вж. фиг. 2, част I), е уместно да се покаже влияние-

то на дебелината на обвивката върху магнитните свойства на наночастиците. За фикси-

ран диаметър на НЧ съотношението 𝑁𝑠ℎ/𝑁𝑡𝑜𝑡 може да се промени и чрез увеличаване на 

дебелината на обвивката за сметка на сърцевината. Фиг. 6 показва влиянието на този па-

раметър върху намагнитеността на насищане 𝑀𝑠, което, както ще видим по-нататък, ще 

доведе и до промяна в ефективността на нагряване, т.е. в стойностите на 𝑆𝐴𝑅 коефици-

ента. Ясно е, че колкото дебелината на обвивката е по-голяма, намагнитеността на час-

тиците е по-малка. Това може да се обясни с нарастване на влиянието на обвивката и на-

личие на по-слаба корелация между спиновете в нея (𝐽𝑠ℎ < 𝐽𝑐). Числените пресмятания 

показват обратна тенденция в зависимостта на намагнитеността от 𝑁𝑠ℎ/𝑁𝑡𝑜𝑡 при по-

силна магнитна корелация в обвивката в сравнение със сърцевината.  

Представените числени пресмятания на енергията на спиновите елементарни въз-

буждания са извършени на базата на теоретично изведените изрази в [48, 49]. На фиг. 7 

а) и фиг. 7 b) са представени зависимостта на енергията на спиновете възбуждения от 

температурата и от размера на еднодоменните наночастици. С намаляване на температу-

рата спиновият мод се втвърдява, като при обменно взаимодействие в обвивката 𝐽𝑠ℎ по-

малко в сравнение с сърцевината 𝐽𝑐 приносът на обвивката е много по-малък (червената 

крива) в сравнение с този на сърцевината (зелената крива) (вж. фиг. 7 а). Вложената гра-

фика в тази фигура показва силната зависимост на 𝐸𝑠ℎ𝑒𝑙𝑙  от магнитната константа на 

взаимодействие 𝐽𝑠ℎ (𝐸𝑠ℎ𝑒𝑙𝑙(𝐽𝑠ℎ = 1,0𝐽𝑐) = 3 𝐸𝑠ℎ𝑒𝑙𝑙(𝐽𝑠ℎ = 0,6𝐽𝑐). Нарастването на 𝐽𝑠ℎ ще до-

веде до нарастване на намагнитеността на насищане и температурата на магнитния фа-

зов преход, без да се мени размерът на МНЧ. Това може да се постигне чрез подходящо 

дотиране на обвивката или чрез изграждане на композитна НЧ, чиято обвивката е с под-

ходящи стойности на обменното взаимодействие по отношение на сърцевината.  

 

 
а) 

 
b) 

Фиг. 7. Енергия на елементарните спинови възбуждания а) като функция на температурата 

по приноси на отделните области в хетерогенна Cu1-xZnxFe2O4 НЧ: 1) обвивка, 2) сърцевина, 

3) наночастица; b) нормирани към тези в обемен LSMO образец за 𝑻 = 300 K за стойности на 

обменните взаимодействия в обвивката:1) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓 𝑱𝒄, 2) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟏, 𝟓 𝑱𝒄. Вложената фигура 

представя зависимостта на енергията на елементарните възбуждания в обвивката от 𝑱𝒔𝒉 

в Cu1-xZnxFe2O4 НЧ при 𝑻 = 300 K и 𝒅 = 15 nm 

Фиг. 7 b) показва другата възможност за манипулиране енергията на елементар-

ните спинови възбуждания в еднодоменна хетерогенна МНЧ – промяна на размера при 

фиксирано съотношение между константите на обменните взаимодействия в сърцевина-

та и обвивката (черната крива при 𝐽𝑠ℎ < 𝐽𝑐 и червената крива при 𝐽𝑠ℎ > 𝐽𝑐). Промяната в 

размера на НЧ при фиксирани константи на взаимодействие изменя съотношението 
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𝑁𝑠ℎ/𝑁𝑡𝑜𝑡 и води до промяна както на енергията на елементарните спинови възбуждания, 

така и в стойността на намагнитването на насищане и на температурата на магнитния 

фазов преход. Така, манипулирайки размера на НЧ и дебелината на обвивката, може на 

постигнем биоприемливи нива на температурата на магнитния фазов преход и макси-

мална стойност на намагнитването на насищане. Последното е предпоставка за по-

големи стойности на 𝑆𝐴𝑅. Представените резултати са в качествено съвпадение с експе-

рименталните данни, представени в [50, 51], където резонансният пик се отмества към 

по-ниски честоти с намаляване на размера на НЧ, което съответства на 𝐽𝑠ℎ < 𝐽𝑐 и с [52], 

където в Co-Ni и Fe-Co-Ni НЧ с намаляване на диаметъра на НЧ спиновите моди се 

втвърдяват, т.е. 𝐽𝑠ℎ > 𝐽𝑐. 

На фиг. 8 а) е представена възможността за промяна на енергията на елементар-

ните спинови възбуждания чрез промяна на магнитното взаимодействие в интерфейса 

между сърцевината и обвивката. С нарастване на 𝐽𝑐𝑠 при фиксиран размер на МНЧ спи-

новият мод се втвърдява (фиг. 8 a). Ясно е, че тази промяна е по-съществена за частици с 

по-малък диаметър. Това е напълно очакван резултат, защото приносът на един слой от 

НЧ с по-малък размер е по-голям от приноса на същия слой при по-голяма МНЧ (това е 

типична проява на размерен ефект). Технологично тази промяна може да се постига със 

създаването на определен примесен профил в интерфейса, който да промени характера 

на супер- и двойно-обменните взаимодействия при дотиране с магнитни или немагнитни 

наночастици. Фиг. 8 b) показва влиянието на дебелината на обвивката върху елементар-

ното спиново възбуждане при фиксиран размер на МНЧ. Колкото обменното взаимо-

действие в обвивката е по-слабо, толкова повече с нарастване на дебелината на обвивка-

та спиновият мод омеква. Това манипулиране на енергията на спиновото възбуждане 

може според нас да бъде най-ефективно при синтезиране на композитни наночастици. 

Така, без да се променя размерът на НЧ, може да се променя в широки интервали както 

намагнитеността на насищане, така и температурата на магнитния фазов преход.  

 
a) 

 
b) 

Фиг. 8. Зависимост на енергията на спиновите възбуждания от а) обменното взаимодействие 

между сърцевината и обвивката 𝑱𝒄𝒔 за различни размери на НЧ: 1) 𝒅 = 45 nm, 2) 𝒅 = 30 nm, 

3) 𝒅 = 15 nm; b) дебелината на обвивката за 𝒅 = 15 nm и различни стойности на обменно 

взаимодействие на обвивката 𝑱𝒔𝒉: 1)𝑱𝒔𝒉 = 𝑱𝒄, 2) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟕𝟓𝑱𝒄 и 3) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓𝑱𝒄 за 

LSMO при 𝒙 = 0,33 и 𝑻 = 300 K 

Както отбелязахме в част I на настоящото изследване, размерните и повърхнините 

ефекти в МНЧ определят драстични промени в характера и стойността на магнитната 

кристалната анизотропия. При конструирането на модела на хетерогенна наночастица 

предположихме наличието на еднойонна магнитна анизотропия по z-оста, имаща раз-

лични стойности за сърцевината и обвивката 𝐷𝑐  и 𝐷𝑠ℎ, като за интерфейсния слой опре-

деляща ще бъде анизотропията, която има по-голяма стойност. Предположихме, че по-
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върхносната анизотропия 𝐷𝑠𝑢𝑟  е случайно разпределена.  Логично е да изследваме зави-

симостта на енергията на елементарните възбуждания от константата на магнитната 

кристалната анизотропия. Фиг. 9 а) показва, че при нарастване на стойността на 𝐷𝑠𝑢𝑟 на 

обвивката спиновият мод омеква (червената крива). Експерименталните данни показват 

зависимостта на  полуширината на резонансната линия при феромагнитен резонанс от 

стойностите на магнитната анизотропия [53, 54] и са в потвърждение на числените ни 

пресмятания. На същата фигура е представена зависимостта на енергията на елементар-

ните спинови възбуждания 𝐸 от стойността на обемното магнитно взаимодействие в об-

вивката. С нарастване на неговата стойност спиновият мод се втвърдява. Това означава, 

че е налице конкуренция между двата механизма, отговарящи за ориентиране на маг-

нитните моменти в дадена посока. Тези изследвания показват, че при дотиране на НЧ с 

йони с подходяща еднойонна магнитна анизотропия, може да управляваме макроско-

пичните характеристики на МНЧ, като температура на фазовия преход, намагнитеност и 

коерцитивността 𝐻𝑐 . С нарастване на последната характеристика се постига по-ефикасно 

топлинно нагряване. 

 
а) 

 
b) 

Фиг. 9. Зависимост на енергията на елементарните спинови възбуждания от а) обменните 

взаимодействия в обвивката 𝑱𝒔𝒉 (черната крива) и константата на магнитна анизотропия в 

обвивката 𝑫𝒔𝒉 (червената крива) за Cu0.6Zn0.4Fe2O4 при 𝑻 = 300 K и 𝒅 = 15 nm; b) дебелината 

на обвивката за различни стойности на 𝑫𝒔𝒉 за LSMO при 𝒙 = 0,33, 𝑻 = 300 K и 𝒅 = 15 nm: 

1) 𝑫𝒔𝒉 = 𝟑𝟎𝑫𝒄, 2) 𝑫𝒔𝒉 = 𝟐𝟎𝑫𝒄, 3) 𝑫𝒔𝒉 = 𝟏𝟎𝑫𝒄, 4) 𝑫𝒔𝒉 = 𝑫𝒄 

Фиг. 9 b) показва възможността да се манипулират магнитните характеристики на 

наночастицата с промяна на дебелината на обвивката при различни стойности на конс-

тантата на магнитната анизотропия в нея. В сравнение с фиг. 10 а) тази промяна е по-

драстична, т.е. композитните НЧ позволяват „по-гъвкаво“ да се променят температурата 

на фазовия преход, намагнитеността и коерцитивността 𝐻𝑐 . 

 
Фиг. 10. Зависимост на затихването на елементарните спинови възбуждания в магнитните 

подрешетки LSMO за 𝒅 = 20 nm от температурата: 1) 𝜸𝟑𝟒 (𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟒+), 

2) 𝜸𝟒𝟒 (𝑴𝒏𝟒+ − 𝑴𝒏𝟒+), 3) 𝜸𝟑𝟑 (𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟑+) 
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Теоретичното и числено изучаване на елементарните възбуждания в твърдото тя-

ло по принцип е сложен и трудоемък процес и затова в научната литература липсват из-

следвания. Както показахме в част I, методът на Церковников позволява да се пресметне 

затихването и да се получат изрази в аналитичен вид, удобни за числени пресмятания. 

Данните, които ще представим, са за LSMO, но изводите са валидни и за Me1−xZnxFe2O4 с 

Ме = Co, Ni, Cu, Mn МНЧ. Пресмятания са извършени на базата на изразите В1; В2 и В3 

от приложение В на част I.  

От общата теория на резонансните експериментални техники е известно, че за-

тихването γ съответства на пълната ширина на половината височина на максимума на 

резонансната линия или известно като полуширината на резонансната линия (FWHM). 

Експериментални данни [55 ÷ 57] показват, че полуширината на резонансните линии на-

раства с нарастване на температурата на МНЧ, т.е. затихването нараства с нарастване на  

температурата. Това именно показва температурната зависимост на затихването на спи-

новете възбуждания на фиг. 10 в магнитните подрешетки на LSMO. Получените числени 

резултати показват, че теоретичните пресмятания са извършени коректно и получените 

изрази могат да се използват за  анализ на динамиката на спиновата система.  

Фиг. 11 представя влиянието на размера и степента на дотиране в МНЧ със струк-

турна формула La1-xSrxMnO3 върху затихването. Ясно е, че с намаляване на размера на 

наночастицата затихването нараства (фиг. 11 а), както и с нарастването на дотирането 

(фиг. 11 b). Числените пресмятания показват, че това е вярно и за двата случая: 𝐽𝑠ℎ < 𝐽𝑐 и 

𝐽𝑠ℎ > 𝐽𝑐. Това е в добро съответствие с редица експериментални данни [58 ÷ 61]. Реци-

прочната стойност на затихването е пропорционална на времето на релаксация. Тъй като 

времето на релаксация на магнитни НЧ може да бъде изменяно чрез промяна на размера 

на НЧ или дотиране с различни материали, магнитните НЧ намират приложения в много 

области: от биомедицината до запаметяващи устройства. 

Фазовите преходи в НЧ са размити и уширени спрямо обемните образци именно 

поради големите затихващи ефекти, получени в НЧ. Причината за нарастване на затих-

ването се дължи на прекъсната пространствена периодичност, намаляване на броя на 

най-близките съседи, при което се променя спиновата динамика, появата на некомпен-

сирани връзки на повърхността и допълнителни разсейващи центрове от ефекти на ок-

сидация, примеси на заместване и ваканции. 

 
а) 

 
b) 

Фиг. 11. Зависимост на затихването на елементарните спинови възбуждания в магнитните 

подрешетки на LSMO от а) размера на НЧ при х = 0,33; b) концентрацията на примесните 

Sr-йони при 𝒅 = 20 nm и 𝑻 = 300 K: 1) 𝜸𝟑𝟒 (𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟒+), 2) 𝜸𝟒𝟒 (𝑴𝒏𝟒+ − 𝑴𝒏𝟒+), 

3) 𝜸𝟑𝟑 (𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟑+) 
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а) 

 
b) 

Фиг. 12.  Зависимост  на  затихването  на  елементарните  спинови  възбуждания зa LSMO с 

𝒅 = 20 nm, при х = 0,33 и Т = 300 K от а) обменните взаимодействия в обвивката 𝑱𝒔𝒉 (черната 

крива) и на константата на магнитна анизотропия на обвивката 𝑫𝒔𝒉 (червената крива); 

b) дебелината на обвивката за различни стойности на 𝑫𝒔𝒉 в магнитните подрешетки: 

1) 𝜸𝟑𝟒 (𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟒+), 2) 𝜸𝟒𝟒 (𝑴𝒏𝟒+ − 𝑴𝒏𝟒+), 3) 𝜸𝟑𝟑 (𝑴𝒏𝟑+ − 𝑴𝒏𝟑+) 

Фиг. 12 представя зависимостта на затихването 𝛾34 от основните микроскопични 

параметри на системата: магнитната анизотропия, константите на обменното магнитно 

взаимодействие и дебелината на обвивката. С нарастване на константата на магнитна 

анизотропия, затихването нараства. Това е в добро качествено съвпадение с експеримен-

талните резултати за зависимостта на затихването при НЧ и обемни материали [54, 55, 

62]. С нарастването на съотношението 𝐽𝑠ℎ/𝐽𝑐 затихването намалява. Това е логичен ре-

зултат, защото нарастването 𝐽𝑠ℎ ще води до втвърдяване на спиновия мод при зададена 

температура и размер на НЧ (вж. фиг. 9 а), т.е. до намаляване на затихването, свързано с 

процеси на разсейване от други спинови вълни и фонони. Това означава, че при затихва-

нето е налице конкуренция между двата механизма, отговарящи за ориентиране на маг-

нитните моменти в дадена посока. Тези изследвания показват, че при дотиране на НЧ с 

йони, притежаващи подходяща еднойонна магнитна анизотропия, може да управляваме 

процесите на пренамагнитване на еднодоменни наночастици, доколкото затихването е 

свързано с релаксационните процеси в тях и е основен механизъм за превръщане на 

енергията на променливото външно магнитно поле в топлина. Фиг. 12 b) показва, че с 

нарастване на дебелината на обвивката на МНЧ, при зададените параметри на взаимо-

действие и размер на МНЧ затихването в системата нараства. Това показва принципно 

възможността да се синтезират композитни наночастици, с които да се променят време-

ната на релаксация и да се манипулира ефективността на отделяне на топлина при про-

цеси на пренамагнитване. На базата на нашите числени изследвания установяваме, че 

енергията на спиновите възбуждания нараства, докато затихването им намалява с нарас-

тване на приложено външно магнитно поле.  

Представените дотук числени резултати не са самоцел. Те представят обстойно 

изследване на зависимостта на микроскопичните характеристики на МНЧ от константи-

те на магнитно взаимодействие за така моделираната от нас хетерогенна наночастица. Те 

са пресметнати на базата на изцяло микроскопичен модел, използващ Кубо формализма, 

с помощта на функциите на Грийн. Тези характеристики участват в изразите за средната 

абсорбирана мощност 𝑃 (която е пропорционална на 𝑆𝐴𝑅) и това ще ни помогне при 

анализа на получените резултати за 𝑆𝐴𝑅.  

В предишна наша статия [28] правим на базата на квази-микроскопичен модел 

(използвайки макроскопичната теория на топлинната генерация от МНЧ в променливо 
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магнитно поле) анализ на 𝑆𝐴𝑅 като функция на размер и концентрация при дотиране. 

Намагнитеност, коерцитивност и ефективна константа на магнитната анизотропия са 

пресметнати на базата на микроскопична теория. В изследването използваме НЧ, които 

са пригодни от биологична гледна точка за in vivo приложения за метода самоконтроли-

раща се магнитна хипертермия. В настоящата работа ще разширим нашия анализ на ба-

зата на изградената микроскопична теория в част I при отчитане на особеностите на мо-

дела на НЧ, предложен от нас. Ще изследваме зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 от константите на 

обменните магнитни взаимодействия в обвивката и в интерфейса между сърцевина и об-

вивка и дебелината на обвивката.  

Фиг. 13 а) представя приносите в 𝑆𝐴𝑅 на сърцевината и обвивката за различни 

константи на магнитната анизотропия. Частиците, изграждащи сърцевината и обвивката, 

имат различен брой съседи и техните физични свойства не са еднакви (вж. описанието 

на модела на МНЧ в част I). Първият важен извод, който може да се направи от тази фи-

гура е, че при една и съща анизотропия максималният принос в термичнта ефективност 

на обвивката не съвпада с тази на сърцевината, което означава, че 𝑆𝐴𝑅 на наночастиците 

може да има два пика. Друг интересен резултат е, че с увеличаване на анизотропията на 

обвивката максимумът (следствие от нагряването на обвивката) се измества към по-

малки диаметри. Има експериментални доказателства за този ефект [42, 56], въпреки че 

той не е много дискутиран. Фиг. 13 b) показва оптималния диаметър (получен от макси-

малната стойност на 𝑆𝐴𝑅) като функция на отношението 𝐷𝑠ℎ 𝐷𝑐⁄ . Увеличаването на ани-

зотропия на обвивката с един порядък намалява оптималния диаметър на обвивката  на-

половина. За този специфичен набор от параметри на наночастицата сърцевината и 

обвивката имат същия оптимален диаметър, когато 𝐷𝑠ℎ 𝐷𝑐⁄  ≈ 4. Това е ситуация, при ко-

ято наночастицата ще има само един пик в зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 от размера. Направени-

те изводи са изключително важни, защото показват възможен начин за максимизиране 

на 𝑆𝐴𝑅: да се избират такива компоненти на една композитна частица, при които пико-

вете, получени в 𝑆𝐴𝑅 от сърцевината и обвивката да съвпадат. Конкретно за разглежда-

ния от нас случай това се постига при 𝑑𝑜𝑝𝑡  = 25 – 27 nm. Такава промяна може да се тър-

си и в частица, изградена от един и същи материал, като посредством подходящо 

дотиране на обвивката с йони да променим 𝐷𝑠ℎ. Например, ако дотираме с диамагнитни 

йони, това би довело до намаляване на ефективната магнитна анизотропия в обвивката.  

 
а) 

 
b) 

Фиг. 13. а) Приноси на сърцевината и обвивката в 𝑺𝑨𝑹 за LSMO, x = 0,33 при Т = 300 K като 

функция на размера на НЧ за 𝑫𝒔𝒉 𝑫𝒄⁄ = 10 (синята линия) и 𝑫𝒔𝒉 𝑫𝒄⁄ = 1 (червената линия). 

Зелената линия представя приноса на сърцевината; b) Оптимален диаметър (това е 

диаметър, при който се наблюдава максимум на 𝑺𝑨𝑹 в обвивката и сърцевината) 

като функция на константата на магнитна анизотропия на обвивката при 

𝑯 = 100 Oe и 𝒇 = 100 kHz 
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а) 

 
b) 

Фиг. 14. 𝑺𝑨𝑹 за LSMO, 𝒙 = 0,33 при 𝑻 = 300 K като функция на а) размера на наночастиците 

за различни стойности на 𝑱𝒔𝒉: 1) 𝑱𝒔𝒉 = 𝑱𝒄, 2) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟕𝟓 𝑱𝒄, 3) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓 𝑱𝒄; b) константата на 

обменно взаимодействие между обвивката и сърцевината 𝑱𝒄𝒔 за 𝒅 = 20 nm при 𝑯 = 100 Oe 

и 𝒇 = 100 kHz 

Фиг. 14 представя зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 oт стойността на константата на обменно-

то взаимодействие в обвивката 𝐽𝑠ℎ (фиг. 14 а) и от стойността на обменното взаимодейс-

твие на интерфейса между сърцевина и обвивка 𝐽𝑐𝑠 (фиг. 14 b). При фиксирано съотно-

шение 𝐷𝑠ℎ 𝐷𝑐⁄  е ясно, че с нарастването на двете константи ефективността на термично 

нагряване от наночастици нараства, като от фиг. 14 а) се вижда, че пикът се наблюдава 

при един и същ размер на НЧ. Очевидно, че по-голямо нарастване на 𝑆𝐴𝑅 имаме при на-

растване на магнитното взаимодействие в обвивката, отколкото в интерфейса. Контро-

лирана промяна на 𝑆𝐴𝑅 може да се прави в магнитното взаимодействие на обвивката, а 

не в интерфейса. В рамките на интерфейса при композитни МНЧ поради разлика в ре-

шетъчните константи могат да възникнат значителни напрежения на свиване или разтя-

гане, при които да се наблюдава значителна промяна в 𝐽𝑐𝑠. Големината на тези напреже-

ния може да са различни в зависимост от метода на синтез на МНЧ и кристалографските 

равнини на сърцевината, върху които става израстването на обвивката. Това според нас е 

една от основните причини за липса на възпроизводимост на експериментални резултати 

за наночастици с еднаква структура и размери.  

Фиг. 15 а) представя 𝑆𝐴𝑅 коефициента като функция на диаметъра на НЧ за раз-

лични стойности на 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐. Появата на два максимума в кривите вече обяснихме с при-

носите на сърцевината и обвивката при различни стойности на константата на магнитна-

та кристална анизотропия. Разминаването в максимумите на приносите в 𝑆𝐴𝑅 от двете 

области на МНЧ нараства с нарастване на отношението 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐 . Това разбира се влияе 

отрицателно на максимизацията на термичното нагряване. Когато пиковете съвпадат, те 

адитивно се наслагват и ефективността на трансфера на магнитна енергия в топлина е 

най-голям. В рамките на конкретните параметри на изследването ни, когато 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  > 4, 

пиковете, дължащи се на обвивката, ще се отместват към по-малките размери, т.е. наля-

во от максимума на 𝑆𝐴𝑅, дължащ се на сърцевината. Обратно, когато 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  < 4, пикът 

в 𝑆𝐴𝑅 от обвивката ще се премести надясно от този на сърцевината. От физична гледна 

точка това означава, че за дадена в композитно отношение НЧ при определен размер 

максимумът на 𝑆𝐴𝑅 ще е следствие от обвивката, при друга – от сърцевината. Такава 

двупикова зависимост на 𝑆𝐴𝑅 oт размера на МНЧ експериментално не е наблюдавана в 

рамките на достъпната ни литература. Причината затова е, че този ефект се наблюдава 

само при много големи или много малки стойности на отношението 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐.  

0 10 20 30 40 50

0

50

100

150

200

 

 

3

2

1

LSMO

x = 0,33

T = 300 K

D
sh

/D
c
= 3,8

1/ J
sh

= J
c

2/ J
sh

= 0,75J
c

3/ J
sh

= 0,5J
c

S
A

R
 (

W
/g

)

d ( nm )

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

120

130

140

150

160

170

180

 

 

LSMO

x = 0,33

T = 300 K

d = 20 nm

J
sh

= 0,5J
c

S
A

R
 (

W
/g

)

J
cs

/J
c
 



 1218 

Фиг. 15 b) представя влиянието на дебелината на обвивката върху стойностите на 

𝑆𝐴𝑅. Ясно е, че ако 𝐽𝑠ℎ < 𝐽𝑐 с нарастване на дебелината на обвивката ефективността на 

термичното загряване ще намалява, докато ако 𝐽𝑠ℎ > 𝐽𝑐 – ще нараства. Този резултат е 

напълно очакван в рамките на дискусиите, проведени по фиг. 14 а).  

 
a) 

 
b) 

Фиг. 15. Зависимост на 𝑺𝑨𝑹 за LSMO, 𝒙 = 0,33 при 𝑻 = 300 K от а) размера на НЧ за 

𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓𝑱𝒄 и различни 𝑫𝒔𝒉: 1) 𝑫𝒔𝒉 = 𝟑𝟎 𝑫𝒄, 2) 𝑫𝒔𝒉 = 𝟐𝟎 𝑫𝒄, 3) 𝑫𝒔𝒉 = 𝟖 𝑫𝒄; 

b) дебелината на обвивката зa 𝒅 =15 nm и различни 𝑱𝒔𝒉: 

1) 𝑱𝒔𝒉 = 𝑱𝒄, 2) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟕𝟓 𝑱𝒄, 3) 𝑱𝒔𝒉 = 𝟎, 𝟓 𝑱𝒄 при 𝑯 = 100 Oe и 𝒇 = 100 kHz 

Представените дотук резултати ни позволяват да направим анализ от микроско-

пична гледна точка на зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 от размер на магнитните наночастици. В 

рамките на теорията на линейния отклик (LRT) зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 oт 𝑑 е нелинейна и 

при зададена стойност на константа на магнитна анизотропия 𝐷 𝑆𝐴𝑅 има максимум при 

определен размер на МНЧ. С намаляване на 𝐷 максимумът на кривата расте и се отмест-

ва към по-големите размери на наночастиците (вж. фиг. 4 а) от [26]). Това поведение от 

микроскопична гледна точка може да се обясни по следния начин. От фиг. 5 а) се вижда, 

че с нарастване на 𝑑 спиновият мод се втвърдява, което означава че ефективните маг-

нитни взаимодействия между спиновете в МНЧ нарастват. Нарастването на интензив-

ността на тези взаимодействия ще доведе до нарастване на максимума на 𝑆𝐴𝑅 (вж. фиг. 

14). Наред с това, ефектите на затихване  на елементарните възбуждания с нарастване на 

диаметъра на МНЧ намаляват, т.е. времето на релаксация нараства. Това води до нараст-

ване на лицето на хистерезисната крива и до увеличаване на ефективността на трансфе-

риране на електромагнитната енергия в топлина. От фиг. 9 а) и фиг. 12 а) е ясно, че на-

маляването на константата на магнитна анизотропия също втвърдява мода и намалява 

неговото затихване, което обяснява нарастването на максимума в зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 

от 𝑑 с намаляване на 𝐷. Когато 𝐷 нараства, това води до омекотяване на спиновия мод и 

нарастване на неговото затихване. Ефективното взаимодействие между магнитните мо-

менти в НЧ ще намалее и в съответствие с фиг. 15 максимумът в кривата на 𝑆𝐴𝑅 ще на-

малее. С нарастването на затихването намалява времето на релаксация, което ще доведе 

да намаляване на лицето на хистерезисната крива и намаляване на ефективността на 

нагряване. При каква стойност на 𝑑 𝑆𝐴𝑅 има максимум и каква е неговата стойност за-

виси от това какво е oтношението 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐 . Ако това отношение е такова, че оптималните 

диаметри (при които 𝑆𝐴𝑅 има максимум) на сърцевината и обвивката съвпадат, то стой-

ността на максимума на 𝑆𝐴𝑅 ще е голяма и трансферът на топлина ефективен (вж. фиг. 

13 b). Aко отношението 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  е такова, че тези оптимални диаметри се различават зна-

чително, това ще доведе до по-слаба ефективност в отделянето на топлина. Това може да 

обясни и липсата на възпроизводимост на резултати от проби с НЧ с едни и същи мак-
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рохарактеристики. Съществено значение на стойността на 𝑆𝐴𝑅 при фиксиран диаметър 

на МНЧ играе и дебелината на обвивката, като при нейното нарастване максимумът на 

𝑆𝐴𝑅 намалява (фиг. 15 b). Това от микроскопична гледна точка може да се обясни с оме-

котяването на спиновия мод и нарастването на затихването  при нарастване на дебелина-

та на обвивката (вж. фиг. 9 b) и фиг. 12 b). Интерес представляват наблюдаваните два 

пика в зависимостта на 𝑆𝐴𝑅 oт размера на наночастиците във фиг. 15 а). Появата на вто-

ри пик в тази зависимост се наблюдава само при много големи стойности на отношение-

то 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐 . Имайки предвид фиг. 12 a), очевидно вторият пик е следствие от голямата 

разлика в оптималните размери на сърцевината и обвивката, при които 𝑆𝐴𝑅 има макси-

мум. При по-слабо взаимодействие между магнитните йони в обвивката спиновият мод е 

по-ниско енергетичен и неговото затихване е по-голямо в сравнение с този в сърцевина-

та. Тогава пикът в 𝑆𝐴𝑅, който се дължи на релаксационни процеси в обвивката, ще се 

наблюдава при по-малки размери в сравнение с пика в 𝑆𝐴𝑅, който се дължи на релакса-

ционни процеси в сърцевината. Както отбелязахме, появата на втори пик не е наблюда-

вано експериментално. Според нас причините за това може да са следните: не е правено 

изследване на композитни МНЧ, при които отношението между константите на магнит-

ните анизотропии да 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  да е толкова голямо, че да се получи наблюдаема разлика в 

оптималните размери на двата слоя на НЧ. При толкова големи стойности на 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  

спиновият мод става силно затихващ и при малкото време на релаксация не се наблюда-

ват хистерезисни процеси в обвивката. Ако 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  е малко, тогава пикът в 𝑆𝐴𝑅, дължащ 

се на обвивката, се отмества към по-големи оптимални диаметри по отношение на опти-

малния диаметър на сърцевината. Според нас причината той да не се наблюдава се дъл-

жи на това, че спиновият момент е блокиран и хистерезисни ефекти не се наблюдават.  

Има само няколко експериментални резултата, които обсъждат основно компо-

зитни (черупкови) наночастици. Lee et al. [63] изследваt 𝑆𝐴𝑅 на наночастици от тип сър-

цевина/обвивка (core/shell), синтезирани на основата на ферити. Авторите демонстрират, 

че наночастици, съставени от сърцевина и обвивка, имат по-висока ефективност на наг-

ряване от хомогенни наночастици. Също така те доказват, че наночастици от типа мека в 

магнитно отношение сърцевина и твърда в магнитно отношение обвивка (soft/hard) имат 

по-висок 𝑆𝐴𝑅 коефициент в сравнение с (hard/soft) такива. Авторите предполагат, че об-

менните взаимодействия в интерфейса (т.е. на границата сърцевина/обвивка) са отговор-

ни за това поведение. Ние теоретично доказахме, че за повишаване на 𝑆𝐴𝑅 интерфейс-

ното сдвояване на магнитните моменти има съществена роля (вж. фиг. 14 b). 

4. Заключение 

Разработен е микроскопичен модел за предсказване на ефективността за топ-

линно нагряване чрез трансформация на магнитна енергия за целите на терапевтичния 

метод самоконтролираща се магнитна хипертермия. Този модел може да опише хетеро-

генни наночастици, състоящи се от сърцевина и обвивка. 𝑆𝐴𝑅 коефициентът зависи от 

свойствата на междинна област между сърцевината и обвивката, наречена интерфейс, в 

която имаме различно сдвояване на магнитите йони в сравнение със сърцевината и об-

вивката. Разгледана е възможност да се променя дебелината на обвивката. Изследвано е 

влиянието на тези две нови „степени на свобода“ върху термичната ефективност. Моде-

лът предсказва и доказва, че най-добрите „нанонагреватели“ могат да се получат от ком-

позитни наночастици. Това на микроскопично ниво означава прецизно подбиране на ма-

териалите, изграждащи хетерогенната НЧ, чрез промяна на интерфейсното обменно 

взаимодействие, настройка на отношението на анизотропия в обвивката спрямо тази в 

сърцевината, промяна на отношението между дебелините на сърцевина и обвивка за вся-
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ка комбинация от наноматериали, с цел постигане на максимална стойност на 𝑆𝐴𝑅. Тези 

изследвания са за хетерогенни МНЧ от вида (soft/hard) поради факта, че при тях, 𝑆𝐴𝑅 

коефициентът е по-голям в сравнение с (hard/soft) такива и МНЧ, изградени от едно съе-

динение. На базата на елементарните възбуждения дадохме качествено обяснение на по-

лучените числени пресмятания и показахме качествено съвпадение с експерименталните 

данни. Настоящата разработка ясно показва, че малките наночастици могат да генерират 

топлина ефективно. Подобряването на ефективността на нагряване на наночастиците с 

малки размери дава големи предимства при терапия на рак. Терапевтичната стратегия за 

по-ефективна абсорбция на топлина може да се получи от по-доброто разпределение на 

топлинния източник поради силното интратумурно проникване на малките наночастици. 

Друго предимство е възможността за интравенозен достъп до болните тъкани, както и 

възможността за отделянето на МНЧ от организма по пътя на бъбречния клиърънс, кое-

то значително намалява фактора биотоксичност на НЧ.  
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MICROSCOPIC MODEL OF THE TRANSFORMATION OF 

MAGNETIC ENERGY INTO HEAT IN THE TREATMENT OF 

TUMORS USING MAGNETIC NANOPARTICLES BY 

MAGNETIC HYPERTHERMIA. NUMERICAL 

CALCULATIONS AND DISCUSSION 

(PART II) 
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ABSTRACT 

This paper studies magnetic nanoparticles of the structural formulas La1-xSrxMnO3 and 

Me1−xZnxFe2O4 with Me = Co, Ni, Cu, Mn, suitable for use in self-controlled magnetic  

hyperthermia. Based on the model of heterogeneous magnetic nanoparticle we have built in 

part I of this study, consisting of a core, a shell, and a transition layer between them called an 

interface, we calculate the magnetization, the phase transition temperature, the energy of spin 

modes and their damping, hysteresis curves and the transformation efficiency of the magnetic 

energy of a ac external electric field into heat by the 𝑆𝐴𝑅 coefficient. The dependence of these 

quantities on the size of the nanoparticles, the constants of the exchange interactions in the 

shell and the interface, the relationship between the magnetic anisotropy constants between the 

shell and the core 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐  and the thickness of the shell was investigated. This is done on the 

basis of a microscopic model. A methodology for determining the magnetic interaction  

constants is presented. The calculations were performed on the assumption that the  

heterogeneous nanoparticle was a soft-core type (soft/hard). It has been found that the  

maximum value of 𝑆𝐴𝑅 can be achieved by increasing the magnetic interaction constant in the 

interface 𝐽𝑐𝑠, optimizing the ratio 𝐷𝑠ℎ/𝐷𝑐, so that the optimum core and shell diameters at 

which the maximum contributions of the two parts of the magnetic nanoparticle can coincide. 

The introduction of the interface and including of the magnetic interactions in it, as well as the 

variation of the thickness of the shell, define new "degrees of freedom" that prove that 𝑆𝐴𝑅 

maximization can be achieved when composite magnetic nanoparticles are constructed. The 

dependence of 𝑆𝐴𝑅 on the microscopic parameters of the system is analyzed and qualitatively 

explained by the behavior of elementary excitations. The results obtained are in good  

qualitative agreement with the experimental results. 
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