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резюме
Приложен е диференцилно квадратичният метод (ДКМ) за изследване устойчивостта на центрично натисната колона с променливо напречно сечение. Тя е ставно подпряна в двата края. Разгледани са два случая на линейно изменение на ширината на напречното сечение по височината на колоната. Получените резултати чрез ДКМ са сравнени с тези от точното решение.
1. Въведение
Определянето на големината на критичната сила на колона е често срещана задача в строителното инженерство. Изборът на променливо напречно сечение се обуславя от различни съображения – икономичност, сигурност, естетика и др.
Първи по-значими изследвания на устойчивостта на колони с променливо напречно сечение са извършени от Динник през 1914 г. Към ранните проучвания по тази тема се отнася и това на Тимошенко [8].
Числените методи се използват все повече поради голямото развитие и разпространение на компютърните технологии. Диференциално квадратичният метод (ДКМ) е предложен от Белман и Касти [4] през 1971 г. По-късно Шу и Ричардс [7] прилагат ДКМ, като правят подобрения при избора на възли. ДКМ е много ефективен числен метод. В сравнение с метода на крайните елементи и метода на крайните разлики, ДКМ изисква значително по-малко ресурс от оперативна памет, време за изчисление и брой на възлови точки за постигане на точност на решението от същия порядък.
В настоящата статия се изследва устойчивостта на ставно подпряна колона с променливо напречно сечение. Решението се извършва чрез ДКМ. Получените резултати са сравнени с точните стойности, дадени в [1].
2. Диференциално квадратичен метод
Произволна непрекъсната функция f(x) в интервала [a,b] се представя приблизително чрез интерполационния полином на Лагранж PN (x) по следния начин:

,	(1)
където N е броят на възлите; f(xi) − стойността на функцията във възел xi, а li(x) − коефициентите на Лагранж. Последните могат да се определят от следните изрази:

,	(2)
където M(x)=(x-x1)(x-x2)…(x-xN), a M (1)(xi)=(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xN).

Коефициентите на Лагранж притежават свойството lk (xi)=1 за i=k и lk (xi)=0 за .
Производните от n-ти ред на функцията f (n)(x) се представят отново като  линейна комбинация от стойностите на функцията f(x) в същите възли xi:

.	(3)
f(xj) е стойност на функцията във възел xj, cij(n) са теглови множители, които зависят от реда на производната и от броя възли. При подхода на Куан и Чанг, даден в [6], тегловите коефициенти на първата производна се определят от 


, за  i ≠ j ,          .	(4)
За определяне на тегловите коефициенти на производните от по-висок ред в случая е използван подходът на матричното размножаване, при който

,	(5)
където [C(m)] е матрицата на тегловите множители на производната от m–ти ред, а [C(1)] е матрицата на тегловите множители на първата производна. Те имат следния вид:


, …, .	(6)
Точността на ДКМ зависи от броя на възловите точки и тяхното разпределение в интервала, особено когато се отчитат гранични условия. При намаляване на разстоянията между възлите в краищата на разглеждания интервал се получава по-добра сходимост на решението, отколкото при равномерно разпределение на възловите точки. Координатата на произволна точка xi в интервала [a,b] при равномерно разпределение на възлите може да се определи чрез

	(7)
Най-голямо приложение намират т. нар. Чебишев-Гаус-Лобато (Chebyshev–Gauss–Lobatto) възли, чиито предимства са дискутирани в [5]:

.	(8)
3. Приложение на диференциално квадратичния метод за изследване на устойчивост на колона с променливо
напречно сечение
Задачата за устойчивост на колона, натоварена с натискова сила F и постоянно напречно сечение, е разгледана и в учебниците по съпротивление на материалите [3]. 
При изменение на напречното сечение по височина на колоната диференциалното уравнение, описващо проблема, e [8] 

	(9)
Линейната променлива, която се изменя по оста на гредата е означена с x[0, l], EIy(x) е коравината на огъване, а w(x) – функцията на напречните премествания. 
Въвежда се основен инерционен момент I1 (при x=0). След полагане на a(x)=l2Iy(x)/I1 и =Fl2/(EI1) се получава диференциалното уравнение:

	(10)
Прилагайки ДКМ, уравнение (10) се записва за всеки възел xi

	(11)

като i се мени от 1 до N. След полагане на w(xi)=wi, a(xi)=ai и отчитане на приблизителното представяне на втората производна на функцията на напречните премествания , уравнения (11) вече имат следния вид:

.	(12)
Получава се система от N хомогенни линейни уравнения за напречните премествания wi:

	(13)
Системата от уравнения (13) има ненулево решение, когато детерминантата от коефициентите ѝ е равна на нула. Получава се уравнение от N-та степен спрямо неизвестната величина . Най-малката положителна стойност  съответства на критичната сила Fcr. 

.	(14)
От уравнение (14) ясно се вижда, че изменението на параметъра  изцяло отразява промяната на критичната сила Fcr.
За конкретната статическа схема на колоната трябва да се отчетат и граничните условия. Te са свързани с напречнoтo преместванe, завъртанe, огъващ момент или напречнa силa в крайните сечения. Тези зависимости се изразяват чрез стойността в конкретния възел съответно на функцията на напречното преместване, нейната първа, втора или трета производна.
4. Числени примери

Колоната е ставно подпряна в двата си края и е натоварена центрично с натискова сила . Напречното ѝ сечение е правоъгълно, като само по-малкият му размер b(x) се изменя линейно по височина на колоната. Разглеждат се: случай 1 – симетрично (спрямо средата на колоната) изменение на ширината на сечението; случай 2 – линейно изменение на ширината на сечението по цялата височина на колоната.  

   случай 1                                                                                 случай 2
Фиг. 1. Схеми на разглежданите колони
4.1. Случай 1
Използва се симетрията и се разглежда само едната половина на колоната. Номерата на възлите върху тази част са от 1 до N. Чрез функцията на инерционния момент Iy(x)=h3b(x)/12 се определят стойностите на a(xi)=ai във възел xi

	(15)
Отчитат се граничните условия, като се съобразява, че при опорното сечение напречнoто преместванe w(0)=0 и огъващият момент са равни на нула d 2w(0)/dx2=0. За другото разглеждано сечение, което в случая е средно за колоната, се използва фактът, че поради симетрията то не се завърта dw(l/2)/dx=0. Удовлетворяването на първoтo условие се осъщяствява чрез директно полагане на w1=0. От уравнение (11) и второто граничнo условиe, записанo във вида w(2)(x1)= 0, следва, че първото хомогеннo уравнениe e изпълненo за всяко wi и тo се премахва от системата. Последното гранично условие се използва във вида wN-1= wN+1. Получава се уравнение от (N-1)-ва степен спрямо неизвестната величина . 
Отклонението  от точната стойност на Т, дадена в [1], за различни значения на b1/b2 и N са дадени в табл. 1. Забелязва се, че дори и при малък брой възли (N=5), ДКМ дава резултати, близки до точните. 
На фиг. 2 е представено изменението на отклонението в зависимост от отношението на b1/b2 при ДКМ и метода на крайните разлики. Данните за последния са взети от [2]. Прави впечатление еднаквият вид на графиките на изменение на отклонението при двата метода. Диаграмите са почти паралелни, с изключение на кривата при N=5 и равномерно разпределение на възлите. Отклонението при ДКМ за b1/b2=1 клони към 0, докато при метода на крайните разлики то е значително. Отклоненията при метода на крайните разлики са винаги положителни, докато при ДКМ те са както положителни, така и отрицателни. При равномерно разпределение на възлите преобладават отрицателните отклонения от точното решение.

Таблица 1. Изменение на  според b1/b2 и брой възли N за случай 1
	N
	Разпределение на възлите
	b1/b2
	0,1
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1

	
	
	T
	64,80
	35,05
	19,67
	14,35
	11,61
	9,870

	5
	равномерно
	
	-0,38
	-0,52
	-0,83
	-0,66
	-0,18
	-0,06

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,46
	-0,40
	-0,36
	-0,16
	0,14
	-0,01

	6
	равномерно
	
	-0,51
	-0,58
	-0,63
	-0,38
	0,03
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,28
	-0,17
	-0,17
	-0,03
	0,22
	0,00

	7
	равномерно
	
	-0,36
	-0,39
	-0,45
	-0,24
	0,11
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,16
	-0,06
	-0,10
	0,03
	0,25
	0,00

	8
	равномерно
	
	-0,36
	-0,32
	-0,34
	-0,16
	0,15
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,12
	-0,02
	-0,06
	0,05
	0,26
	0,00

	9
	равномерно
	
	-0,28
	-0,24
	-0,26
	-0,10
	0,18
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,09
	-0,01
	-0,05
	0,06
	0,27
	0,00

	10
	равномерно
	
	-0,26
	-0,19
	-0,22
	-0,06
	0,20
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,08
	0,00
	-0,04
	0,07
	0,27
	0,00
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)
Фиг. 2. Отклонение от точните стойности  в % за случай 1
4.2. Случай 2
За случай 2 стойностите на a(xi)=ai във възел xi са:

	(16)
При ставно подпиране на колоната крайните сечения  нямат напречнo преместванe w(0)=w(l)=0 и огъващият момент е равен на нула d2w(0)/dx2=d2w(l)/dx2=0. Първите условия се удовлетворяват чрез директно полагане на w1=0 и wN =0. От (11) и граничните условия, записани във вида w(2)(x1)= w(2)(xN)=0, следва, че първото и последното уравнение в системата са изпълнени за всяко wi и трябва да се премахнат.
Таблица 2. Изменение на  според b2/b1 и брой възли N за случай 2
	N
	Разпределение на възлите
	b2/b1
	0,1
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1

	
	
	T
	4,67
	5,41
	6,78
	7,78
	8,85
	9,87

	5
	равномерно
	
	3,30
	2,40
	2,07
	-0,81
	-1,04
	-0,99

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,39
	-0,74
	1,26
	-0,17
	0,26
	0,47

	6
	равномерно
	
	1,94
	1,10
	1,60
	-0,69
	-0,64
	-0,52

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	-0,16
	-0,15
	1,50
	-0,34
	-0,13
	0,03

	7
	равномерно
	
	0,78
	0,18
	1,46
	-0,38
	-0,14
	0,03

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	0,00
	-0,03
	1,50
	-0,37
	-0,15
	0,00

	8
	равномерно
	
	0,51
	0,09
	1,47
	-0,37
	-0,14
	0,02

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	0,04
	-0,02
	1,49
	-0,37
	-0,15
	0,00

	9
	равномерно
	
	0,26
	0,01
	1,49
	-0,37
	-0,15
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	0,06
	-0,02
	1,49
	-0,37
	-0,15
	0,00

	10
	равномерно
	
	0,20
	0,00
	1,49
	-0,37
	-0,15
	0,00

	
	Чебишев-Гаус-Лобато
	
	0,07
	-0,02
	1,49
	-0,37
	-0,15
	0,00


От табл. 2 се вижда, че отклоненията от точното решение при този случай са по-големи спрямо тези при случай 1. За различни b2/b1 отклоненията клонят към конкретна стойност, различна от нула. Тя не се променя дори и при увеличаване на броя на възлите.

 (
, %
) (
, %
)
Фиг. 3. Отклонение от точните стойности  в % за случай 2
На фиг. 3, както и при случай 1, се забелязват паралелно отместени графики на отклонението при двата метода. Отново диаграмата на отклоненията при N=5 за равномерно разпределение на възлите се различава от останалите. При N=10 отклоненията, получени чрез ДКМ при равномерно разпределение на възлите и възлите на Чебишев-Гаус-Лобато, съвпадат при повечето стойности на b2/b1. 
5. Изводи
Разгледаният подход има много бърза сходимост на решенето. Максималното отклонение от точното решение се получава по-малко от 1% за първата схема и 2,5% – за втората, даже при разделяне на колoната на 4 части (N=5). Отклоненията от точното решение са, както положителни, така и отрицателни. По-близки резултати до точните се получават при възлите на Чебишев-Гаус-Лобато, отколкото при равномерното им разпределение.
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Application of the differential quadrature method to stability analysis of AXIALLY COMPRESSED COLUMN WITH VARIABLE CROSS-SECTION
D. Kindova-Petrova[footnoteRef:3], Sv. Lilkova-Markova[footnoteRef:4] [3:  Dimitrina Kindova-Petrova, Assist. Prof. Eng., Dpt. “Technical Mechanics”, UACEG, 1 H. Smirnenski Blvd., Sofia 1046, e-mail: dkindova@abv.bg]  [4:  Svetlana Lilkova-Markova, Prof. Dr. Eng., Dpt. “Technical Mechanics”, UACEG, 1 H. Smirnenski Blvd., Sofia 1046, e-mail: lilkovasvetlana@gmail.com] 
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Research area: mechanics
ABSTRACT
The differential quadrature method (DQM) is applied to study the stability of axially compressed column with variable cross-section. The static scheme of the component is hinged-hinged. Two different cases of linear variation of cross-sections width are considered. The obtained results from DQM are compared with those obtained from the exact solution.
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